ANGULOS

Angulo es la abertura entre dos semirrectas que parten del mismo origen. Las semirrectas se
Ilaman lados del angulo. El punto donde se cortan recibe el nombre de vértice, se denota
<A.

SENTIDO DE GIRO ANTIHORARIO

ﬂ POSITIVO

SENTIDO DE GIRO HORARIO

NEGATIVO

MEDIDA ANGULAR

Definicion de medida en radianes: Si un circulo de radio 1 se traza con el vértice de un
angulo en su centro, entonces la medida de este angulo en radianes (rad) es la longitud del
arco que subtiende el angulo.

La circunferencia del circulo de radio 1 es 2x , entonces, una revolucion completa tiene
medida 2rrad Puesto que una revolucién completa medida en grados es 360° y medida en

radianes es 2r, se obtiene la siguiente relacion

180° = nrad
0
Entonces 1rad = (@) 1°= " rad
T 180
Ejemplo:
a) Exprese 60° en radianes
b) Exprese grad en grados
Expresar en radianes o en grados.
Respuesta Respuesta Respuesta Respuesta
1) 72° 2z 2) 54° 3n 3) —45° oz 4) —60° oz
5 10 4 3
5) —75° 57 6) 300° 5z 7) 60° id 8) 135° 3z
12 3 3 4
9) 96° 8r 10) 15° s 11) 12° T 12) 225° 57
15 12 15 4
37 —270° Sr —225° 117 660° Vs 210°
13) —— 14) —— 15) — 16) —
2 4 3 6
T 18° or 50° 2r 24° 137 195°
17) — 18) — 19) —— 20) ———
10 18 15 12
8z 480° 177 765° 37 135° V4 36°
21) — 22)—— 23) — 24) =
3 4 4 5
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Angulos en posicion estandar.
Un angulo esté en posicion estandar si se dibuja en el plano xy con su vértice en el origen 'y

su lado inicial en el eje x

yi Ya Yy by

A
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~Y
<
-
<
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a) b) <) d)

TRIGONOMETRIA DE ANGULOS RECTOS

e

hipotenusa /

cateto

/ o
/{ puesto
a

cateto adyacente

RELACIONES TRIGONOMETRICAS
send — cate_to opuesto oS0 = catet.o adyacente tan 6 — cateto opuesto
hipotenusa hipotenusa cateto adyacente
CscO = hipotenusa _ hipotenusa ot — cateto adyacente
cateto opuesto cateto adyacente cateto opuesto
Ejercicios.

1) Si send :g bosqueje un triangulo con angulo e agudo y encuentre las otras cinco

relaciones trigonométricas de o.

2) Calcula todas las razones trigonomeétricas de los angulos agudos del siguiente

triangulo rectangulo:
B

2cm

A C

3 cm

3) Sicosp= g bosqueje un triangulo con angulo g agudo y encuentre las otras cinco

relaciones trigonomeétricas de g simplificadas y racionalizadas.

4) Si tana :g bosqueje un triangulo con angulo o agudo y encuentre las otras cinco

relaciones trigonometricas de o.
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5) Si cos g =0,2 bosqueje un triangulo con angulo g agudo y encuentre las otras cinco
relaciones trigonométricas de 3.

6) En los siguientes tridngulos rectangulos, calcular las seis razones trigonométricas
para sus angulos agudos.

CIRCULO UNITARIO

El circulo unitario es el que tiene un radio igual a 1 y su centro esta en el origen de un
plano xy. Su ecuacion es

x?+y%=1

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS

¥
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-4

B

Signos positivos de las funciones trigonométricas

Angulo de referencia

Sea e un angulo en posicion estandar. El &ngulo de referencia 6

angulo formado por el lado terminal de o y el eje x

relacionado con o es el

¥i

Vi

¥a

|8 0 0 |
f==8 { \ / X I'/ \‘l
0 Y 0 X z V10 X \\0 > Y

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS NOTABLES

Razén

0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 120°

135°

150°

180°

210°

225° | 240°

270°

300°

315° | 330° | 360°

Sena

CoSsa

tana

coto

Seca

CSca

EJECICIOS DE APLICACION

En los siguientes ejercicios los lados de un tridngulo rectangulo se representan con las letras
a, b y ¢, siendo siempre a la hipotenusa. Los lados del triangulo se representan con las letras
A, By C, siendo siempre A el angulo recto, B el angulo opuesto a b y C el angulo opuesto a

c. Usando exclusivamente la definicion de las razones trigonométricas involucradas en cada
caso, calcula el lado que se pide:

a) a=40m; B =30° Hallar b.
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b) a=40 cm; B = 30°. Hallar c.
c) a=12dm; C =60° Hallar b.
d) a=12 Hm; C = 60°. Hallar c.
e) b =20 m; B =30° Hallar a.
f) b =20 mm; B =45° Hallar c.
g) ¢=20m; B = 30°. Hallar a.
h) b =20 Km; C = 45°, Hallar c.

2) Calcular la altura de una antena de radio si su sombra mide 100 m cuando los rayos del
Sol forman un angulo de 30° con la horizontal

3) Determinar la distancia a la que se encuentra un castillo que esta situado en la orilla
opuesta de un rio, sabiendo que la torre mas alta del mismo se ve desde nuestra orilla
bajo un angulo de 60° y alejandonos 100 m del rio el angulo es de 30°.

4) Desde un cierto punto del terreno se mira a lo alto de una montana y la visual forma un
angulo de 60° con el suelo. Al alejarse 200 m de la montafia, la visual forma 30° con el
suelo. Halla la altura, h, de la montafia.

5) Desde un barco se ve el punto mas alto de un acantilado con un angulo de 45°. Sabiendo

que la altura del acantilado es de 200 m, ¢a qué distancia se halla el barco del pie del
acantilado?

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS
Identidades trigonometricas fundamentales

Identidades reciprocas

csse:L secezL cotezL
send cos0 tan©
tan6 = ﬂ coto = @
cos0 send

Identidades pitagoricas

sen’x+cos” x=1| Despejando cada funcion [senx =1-cos® x|  |cos® x =1—sen’x

1+tan® x=sec® x| Despejando cada funcion |L=sec’ x—tan® x|  |tan® x =sec® x -1

1+cot? x = csc? x| Despejando cada funcién 1=csc? x—cot?x|  |cot? x = csc? x—1
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Identidades para angulos opuestos

|sen(—x) = —sen(x)|

|csc(—x) = —csct(x)]

Identidades del &ngulo medio

1-cos2x
2

sen’x =

|cos(—x) = cos(x)|

|sec(—x) = sec()|

COoS™ X

2

_1+cos2x
2

Paso de producto a suma

SeNuU.Cosv = %[sen(u —v) +sen(u +V)]

senusenv= %[cos(u —v)—cos(u+V)]
1

COSU.COSV = E[cos(u —V) +cos(u +V)]

cosu.senv= %[— sen(u —v) +sen(u +v)]

Suma y diferencia de angulos

tan(xxty) =

sen(xx y) = sen(x) cos(y) £ cos(x)sen(y)

cos(X £ y) = cos(x) cos(y) F sen(x)sen(y)
tan(x) = tan(y)

1F tan(x) tan(y)

Identidades de cofunciones

T
Sen| ——X [=C0SX
(2 j
T
CSQ ——X |=Secx
{2 j

s
COS(E - X) = Senx

s
SEC(E - Xj =CSCX

Formulas para el angulo doble

|tan(—x) = —tan(x) |

|cot(—x) = —cot(x)|

fan® x

2

_1-cos2x
1+cos2x

tan(E - xj =cotx
2

cot(E - xj =tan x
2

Férmula del seno.

Férmula del coseno.

Férmula de la tangente.

sen20 = 2sen®coso

c0s20 = cos’ 0 —sen’0

—=1-2sen0
=2c0s’0-1
tan20 = Zane
1-tan“0
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Calcular el valor de las funciones trigopnométricas seno, coseno y tangente de:

a)
b)
c)
d)
€)
f)

15° = (45°-30°) 0 (60°-45°)
75° = (45°-30°)

150° = (180°-30°)

135° = (180°-45°)

315° = (360°-45°)

105° = (60°+45°)

Simplificacion de expresiones trigonométricas

Simplificar las siguientes expresiones:

a) cost + tantsent

sena cosa
b) +
cosa 1+ seno
Ejercicios.

Simplificar las siguientes expresiones trigonometricas:

1. costtant

2. costcsct

3. sen@secd

4. tanocsco

5. tan?t —sec?t

6. senu+ cotucosu

7. cos’ u(L+tan®u)

8. cos® X + sen®xcos X

- sec
0. Seca —COS« 10 cota 11 tano 12 o
sena CSCa —sena seca csca
Senxsecx 1+cos tan@ 2
13 o0t 14, 222 15, — -~ 16, €21
tan x 1+seca sed(-6) se g
Secz —Ccosz 1+csc sen cos 1+senu cosu
17, LTS 1, = 5CY 19, X% A 20. +
tanz cosy+coty CSCa Seca cosu 1+senu
B 1+cotA cos@ 24. tanucosucscu
21 w_l 22, ———— 23, ——
sec’d CSCA secd +tand

Demostracion de identidades trigonomeétricas

Criterios para demostrar identidades trigonométricas.

1. Empezar con un miembro. Elija un lado de la ecuacion y trate de transformarlo en el

otro. Se recomienda comenzar con el lado mas complicado.
2. Aplicar identidades conocidas. Use el algebra y las identidades que conozca. Obtenga

comun denominador, factorice y aplique las identidades fundamentales para

simplificar las expresiones.

3. Convertir en senos vy cosenos. Si encuentra dificil continuar, es Util volver a escribir

todas las funciones en términos de senos y de cosenos.
Comprobar las siguientes identidades
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a) cosO(secH—cos0) = sen’0

Ccosu

c
) 1-senu

=secu+tanu

b) 2tanxsecx =

1

Comprobar las siguientes identidades

1-senx 1+senx

1. tan@-cotfd =1

2. csc@-cos@=cotd

3. csc?@—cot’0=1

2 o — tan 1 sec
tsca-1_, 5. %= g 6. % —tana
cot’ o cota cOs“a csCa

7. sen*@(1+cot*9) =1 8. (secf—D(secf+1) =tan*p |9 tan@+cotd=secd-cscod
1+cosd 1

10. (csc@ +coth)? S LA TS — =sen’@-cos’ @+cos' @ | 12.seC’ 9+csC? f=———————
1-cosé sec” 4 sen“d-cos” &

—tan? 1+sen 1-sen
13. tan9+ﬂzsec9 14. MEZCOSZﬂ—l 15. Sena Sena =4tana - Seco
1+send 1+tan® B 1-sena 1+sena

16.sec@ —send-tan@=cos@

17. sené(cscO—send) =cos’ @

18. (send —cos 9)* + (send +cosh)* =2

19. (1—cos? O)(L+cot’ H) =1

20. (1-sen*@)(1+tan’H) =1

21. cos B(tan B +cot B) =cscp

cosé n 1+cosa 1-cos
22. secf+tanf=—— 23. coso - %€ 4 24. “_ % _ 4cota-csca
1-sené 1+cosf send+tané l1-cosa 1+cosa
1+ sen’ 1-cosa sen’
25lsec4a_tan4a5—2a 26. —E(CSCCX—COtCZ)2 27. 1——aE—COSOC
cos’ a 1+cosa 1-cosa
28. senB+cosBcotB=cscB | 29.cot’* @ =cos® @+ (cot@-cosd)® | 30. tan® Scos® 5+ cot® fsen’ f =1
2 2 1
a1, B8 1—secp 3, 8B 4 L 33—~ =secattana
secf+1 1+senp cscp seca —tana
seca 1-cos sen 2
34, ——— = =sena 35. P S 36. MEcscﬁ+sen2,8+coszﬁ
tana +cota senf  l+cosp cscp -1
1 tanz—senz  secz 2 2y — cos>
37 — csex 4 38, senz_ 20 (senx-+cosx)” _ sen’x—cos® x
cscxX—cot X tan x sen’z 1+cosz Sen2X—C082 X (SenX— coS X)2
40, SEX-1_ —cos? x 41. tan 6-cot@—sen’d=cos’ 6 | 42. (send+cosd)* = (L+ 2send cos b)?
" senx+1  (senx+1Y
tanu —cotu 3 3
43, —————=senucosu | 44. (1-cosO)(L+cosd)=— g5, ENOHCOSTO o peoso
tan“u—cot“u csc” 8 sen @ +cosé
1+ senx 4 _ nopd 4 2 2 2 H_
16, . _(tanx+secx)? | 47 (tan@+cotd)’ =csc’ gsec’ 0 | 48. sen’d+cos 6+ tan O=sec’ 0
—senx

ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Una ecuacion

que contiene funciones

trigonométricas

se denomina ecuacion

trigonométrica. Para resolver una ecuacion trigonométrica, calculamos todos los valores de
la variable que hacen que la ecuacion sea cierta. A excepcion de algunos problemas de
aplicacion, siempre se usan radianes.
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Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas.
1. 2senx—-1=0

2. tan®x-3=0

3. 2cos?x—7cosx+3=0

4. 1+senx=2cos® x

5. sen2x—cosx=0

6. cosx+1=senx en el intervalo [0,2r]

7. 2sen3x—1=0

Calcular todas las soluciones de las ecuaciones

1. cosx+1=0 2. senx+1=0 3 \/Ecosx—lzo
4. \J3tanx+1=0 5. cotx+1=0 6. 4c0s’° Xx—1=0
7. 2c0s°X—1=0 8. sec®?x—2=0 9. s x—4=0
10. 3cs®Xx—4=0 11. 1-tan’x =0 12. cosx(2senx +1)=0
13. secx(Zcosx—\/E)zo 14. (tanx+\/§)(cosx+2)=0 15. (ZCosx+\/§)(25enx—1)=O
16. cosxsenx—2cosx =0 17. tan xsenx+senx=0 18. 4cos2 Xx—4cosXx+1=0
19. 2sen’x—senx—1=0 20. 6¢0s% X +c0s2X —1=0 21. sen’Xx+cos2x—1=0
22. SeNX+CoSX—+/2 =0 23. tan’ x—4tanx+3=0 24.
TRIANGULOS OBLICUOS

Un triangulo oblicuo es aquel que no contiene un angulo recto. Se usaran las letras a, b, c,
y «,p,y paranombrar los lados y los angulos del triangulo.

sena _ senf _ seny

Ley de senos: Si ABC es un triangulo oblicuo, entonces S - :

Si en un problema de tridangulos dan como datos 2 angulos y un lado, se usa la ley de los
senos. Si por el contrario dan dos lados y el angulo comprendido entre ellos o los tres lados
se usa la ley del coseno.

Ley de cosenos: Si ABC es un tridngulo oblicuo, entonces
a® =b® +c? —2bccosa
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b? =a?+c? —2accos 8
c? =a®+b? —2abcosy

Resolver los siguientes ejercicios.
1. A partir de la figura dada determine los elementos restantes del tridngulo teniendo en
cuenta las condiciones de cada caso:
a) w=65° 6=50°, b=12
b) p=60°, a=7,c=7
c) a=7, b=9, c=12
d) w=56°30", b=10, c=5
e) 9=120°, a=4,c=8
f) c=5,b=3,a=6
2. Encuentre las partes restantes del triangulo teniendo en cuenta las condiciones de cada
caso:

a) $=20°,-80°yc=7

b) «=40° »=76°ya=10

C) $=49°40", »=60°20" yc =540

d) p=60°,a=15 yb=10

e) a=112,a=7yb=18

f) a=4.5 cm., B=30°y C= 78°. A

3. Tres puntos A, B y C estan unidos por carreteras rectas y llanas. La distancia AB =6km,
BC =9km Y el angulo que forman entre ellas es de 120°. ;Cuanto distan Ay C?

4. Dos personas caminan por un sendero, pero en un punto se bifurca formando un angulo
de 38° y cada uno va por su lado, uno camina a 3 km/h y el otro a 3.5 km/h, ¢a qué
distancia se encuentran al cabo de media hora?

5. Desde los puntos A y B de una misma orilla de un rio y separados entre si 12 m, se
observan el pie P y la copa C de un pino, situado en la orilla opuesta. Calcular la altura del
pino, sabiendo que los &ngulos miden PAB=42°, PBA=37° y PAC=50°

6. Dos piedras se encuentran a la orilla de una playa a una distancia uno de otro de 1.8 Km
en los puntos Ay B, y se encuentra una bolla situada en un punto C. Si la piedra A mide un
angulo CAB=79.3° y el que esta en B mide un angulo CBA=43.6°, ¢a qué distancia esta la
bolla de la costa?

7. Se proyecta la construccion de un tdnel a través de una montafia. Para estimar la
longitud del tunel, un topografo se ubica en un punto “C” y mide las distancias hasta los
puntos proyectados para la entrada y la salida del tinel, como aparece en la figura. Ademas
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mide el angulo en C. Utilice los datos del topografo para hacer un célculo de la longitud del
tunel.

Chj

8. La distancia entre la meta y un hoyo particular de golf es de 370 m. Una golfista le pega
a la pelota y la coloca a una distancia de 210 m. Desde el punto donde esta la pelota, ella
mide un angulo de 160 entre la meta y el hoyo, encuentre el angulo de su lanzamiento y
cudl es la distancia entre la bola y el hoyo.

9. Desde un punto se observa una manzana con un angulo de 36°, si avanzamos 6 m hacia
ella en linea recta y la observamos de nuevo, el angulo es de 50°. ;A que altura se encuentra
la manzana?

10. Un poste de la energia esta inclinado formando un angulo de 12° con la vertical. Se
encuentra sostenido por un cable anclado a 1.5 my en el sentido contrario a la inclinacién,
formando un angulo de 60°. A qué altura del poste se encuentra el otro extremo del cable?
¢Cual es la longitud del cable?

11. Una persona camina 3 m en direccion N 30° E; luego gira hacia el Sur y se desplaza
cinco metros. ¢A qué distancia se encuentra del punto de partida?

12. Un piloto esta volando sobre una carretera recta. El encuentra que los angulos de
depresion a dos postes indicadores de millas A y B sobre la carretera tienen los valores de
32°y 48° respectivamente. Si los postes estan separados 5 millas:

a) Determine la distancia del aeroplano al poste A.

b) Determine la altitud del aeroplano.

13. Dos remolcadores maritimos que estan separados 120pies, tiran de una barcaza. Si la
longitud de uno de los cables es de 212pies y la del otro es 230pies, determine cuél es el
angulo que forman los dos cables.

14. Un nifio estd haciendo volar dos cometas simultaneamente. Una de ellas tiene 380 pies
de cordon y la otra, 420pies. Se supone que el angulo entre los dos cordones es de 30°.
Estime la distancia entre las dos cometas.
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15. Del techo de un edificio de 50m de altura se ve un globo con un angulo de elevacion de
20°. De una ventana del mismo edificio situada 20m bajo el nivel del techo, el angulo de
elevacion al globo es de 30°.

a) Determine la distancia horizontal del edificio al globo.

b) Determine la altura del globo sobre el suelo.

16. Al instalar en forma vertical una antena en el techo de una casa, inclinado 15°, los cables
que la sostienen forman un angulo de 45° con el tubo de 1,5 metros que la sostienen. Halle las
longitudes de los cables:

17. Dos trenes parten simultaneamente de una misma estacidn, en direcciones tales que
forman un angulo de 30°. Uno va a 20Km/h y el otro va a 30km/h. después de dos horas de
viaje ¢A qué distancia se encuentran?

18. Un topdgrafo elige un punto C a 343 metros de un punto A y a 485 metros de otro punto
B, (cudl es la distancia entre A y B si el angulo BAC mide 49°30°?

19. Un barco B pide socorro y se reciben sus sefales en dos estaciones de radio, Ay C, que
distan entre si 50 km. Desde las estaciones se miden los siguientes angulos: BAC = 46°y
BCA =53° ¢ A qué distancia de cada estacion B

se encuentra el barco?

pra

C

50 km

20. Dos automdviles parten del mismo punto y viajan sobre dos carreteras que forman un
angulo de 84°. ;Cual es la distancia comprendida entre los dos automoviles despues de 20
minutos si sus velocidades son de 90 y 75 kildmetros por hora, respectivamente?

21. Para localizar una emisora clandestina, dos receptores, A y B, que distan entre si 10 km,
orientan sus antenas hacia el punto donde esta la emisora. Estas direcciones forman con AB
angulos de 400 y 650. ¢ A qué distancia de A y B se encuentra la emisora?

A
10 km

22. Una antena esta sujeta con dos cables de acero de tal modo que forman angulos de
elevacion de 58° y 40° respectivamente con el suelo. Si el cable opuesto al angulo menor,
mide 50.5m. Hallar la altura de la antena y la longitud del otro cable.
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23. Dos barcos salen de un mismo puerto, y al mismo tiempo, en rutas rectilineas que
forman entre si un angulo de 50°. El primero navega con velocidad constante de 75km/h y
el segundo a 55km/h. Encontrar la distancia que separa a los barcos dos horas y media
después de haber partido.

24. Una avioneta, en el aire, se observa desde dos puntos A y B, distanciados 750m. El
observador en A estima que el &ngulo de elevacidn a la avioneta es 60°, en tanto que el
observador desde B estima que el &ngulo de elevacidn es de 76°. ; Qué tan elevada esté la
avioneta?

25. Dos aviones salen del mismo aeropuerto, el uno hacia el norte y el otro a 40° al este del
norte; el primero a una velocidad de 240km/h, y el segundo a 320km/h. ¢ A qué distancia se
encuentran después de 2 horas de vuelo?

26. En las orillas opuestas de un rio se colocan dos estacas en los puntos Ay B ; en la orilla
donde esta situado el punto A y a una distancia de 300m se coloca una tercera estaca; al
medir los angulos A y C se obtiene 124°40’ y 45°30°. Calcula la distancia entre A y B.

27. Un faro esta situado a 18km y a 45° al norte del oeste de un muelle. Un barco sale a las
10am. y navega hacia el oeste a razén de 24km/h. ;A qué hora se encontrard a 14km del
faro?

28. Un piloto sale desde una ciudad A con un rumbo 38° al oeste del norte, recorriendo
120km; debido a una falla mecénica trata de regresar al punto de partida, pero por un error
viaja 120km en direccion 56° al sur del oeste. ¢ A qué distancia se encontrara de la ciudad A
y en qué direccidn debe viajar para llegar al punto de partida?

29. Dos lados adyacentes de un paralelogramo se cortan en un angulo de 35° y tienen longitud
de 3y 8 pies. ¢Cual es la longitud de la diagonal mas corta del paralelogramo con tres cifras
significativas?

30. Una antena de radio esta sujeta con cables de acero, como se muestra en la figura.
Hallar la longitud de los cables.

C
AN
a
b
62° 46°
A B
80m
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