


Presentacion

Como todaciencia, lageometriatiene en susinicios unos términos primitivos o no
definidos que se relacionan entre si para formar la estructura solida. Uno de los
términos que estan relacionados con los términos primitivos son los postulados, y
son precisamente elloslos queinician este capitul o para poder establecer un orden
y un rigor 16gico posterior. Luego se presentan términos ya definidos, basados en
los primitivos, y propiedades que se van generando, tales como lamedida, la con-
gruenciay laigualdad, tanto de segmentos como de angulos. Por Ultimo se estu-
dian las caracteristicas general es que presentan |os poligonosy la circunferencia.
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Médulo-

Postulados

Contenidos del modulo

7.1 Postulados deincidencia
7.2 Postulados de orden

Objetivos del médulo

. ldentificar lostérminos primitivos.

. Diferenciar un postulado de un teorema o un corolario.

. Aplicar los postulados en las demostraciones de proposiciones.

. Manegjar los conceptos y notaciones de |os elementos basicos de |la geometria.

A WN P

Preguntas basicas

. ¢Qué son términos primitivos?

. ¢Quérelacion hay entre ellos?

. ¢COmMo se pueden ordenar las partes?

. ¢COmo serelacionan entre si |ostérminos mas primitivos?

. ¢Cudl esladiferenciaentre segmento, rayo, semirrecta, planoy semiplano?

a b~ wdhNPE

Introduccion

Vimosen el capitulo anterior que slo existian en geometrial os elementos primiti-
vos llamados punto, recta, plano, de los cuales tenemos unaideaintuitivay acep-
tamos su existenciay con respecto alos cuales se dan ciertas relaciones primitivas
de pertenencia (estar en), colinealidad (entre), congruencia. Estostérminosy rela-
ciones primitivas se pueden relacionar entre si mediante enunciados tales como:

El punto M estaen larectal.
El punto P estaentrelospuntosM y N de larectal.

Con base en los términos primitivos y |as rel aciones podemos empezar el proceso
deductivo de la geometria, no solo presentando |os postulados sino deduciendo
ademés | os teoremas que se desprenden de ellos y dando las definiciones que sean
necesarias.

L os postulados|os podemos clasificar como postulados deincidencia(existenciay
enlace), de orden (estar en), de congruencia (igualdad segln Euclides), continui-
dady paralelismo.

Euclides

(fl. 300 a.C.). Matematico griego, famoso
por sus tratados de geometria.

Vea el modulo 7 del
programa de
television
Geometria
Euclidiana
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Capitulo 2: Elementos basicos de la geometria
7.1 Postulados de incidencia

Son |os postulados que nos manifiestan la existencia de los el ementos primitivos y
los enlaces entre ellos.

Postulado 7.1.1 (Postulado delarecta)
Dos puntos diferentes determinan una recta ala cual pertenecen.

Notacion
Los puntos los designamos con letras latinas mayUsculas: A,B, C,---. Larectala
representamos gréficamente como en lafigura7.1.
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Figura 7.1

Simbdlicamente la podemos nombrar como larecta ¢ (con letraminuscula) o con

dos puntos de larectay escribimos larecta AB, o bien: ZEEK

Definicion 7.1.1: Colinealidad

Tres 0 més puntos estan alineados o son colineales si y sdlo si estan en unamisma
recta.

Postulado7.1.2
A toda recta pertenecen al menos dos puntos diferentes.

Postulado7.1.3
Dada unarecta, existe por lo menos un punto que no esta en larecta.

Postulado 7.1.4 (Postulado del plano)

Tres puntos no colineales determinan un plano y sélo uno a cual pertenecen.
Gréficamente representamos un plano como en lafigura7.2 y lo nombramos como
plano M o plano a.

M

Figura 7.2

Definicion 7.1.2: Coplanar
Cuatro 0 mas puntos son coplanares si y solo si estan en un mismo plano.

Postulado 7.1.5

Si dos puntos diferentes de una recta estan en un plano, entonces la recta entera
esta contenida en el plano.
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Postulado 7.1.6
Si dos planos diferentes tienen un punto comun, entonces tienen por 10s menos
otro punto comudn.

El postulado 7.1.2 establece que la interseccion de dos planos diferentes es una

recta. ¢Por qué?

Definicion 7.1.3
Dos rectas se intersecan o se cortan si y solo si tienen un punto comun.

Definicion 7.1.4

Dos rectas que se cortan en un punto se Ilaman rectas incidentes.

Postulado 7.1.7
Dado un plano, existe por lo menos un punto que no estd en el plano.

Postulado 7.1.8 (Postulado del espacio)
Cuatro puntos no coplanares determinan €l espacio.

Definicion 7.1.5
El espacio es el conjunto de todos los puntos.

Definicion 7.1.6

Una figura geométrica es un conjunto no vacio de puntos.

Definicion 7.1.7
Dos figuras geométricas F, y F, son iguales si y sdlo si coinciden en todos sus

puntos, y escribimos F, =F,.
7.2 Postulados de orden

Con estos postulados vamos a ordenar 10s puntos y a establecer relaciones entre
ellos, como lade“estar entre”, unadelasrelaciones primitivas.

Si en una recta escogemos tres puntos M, N, Py el punto N esta entre los otros
dos, podemos decir que N estdentre M y P, o bien que N estaentre Py My lo
representamos gréficamente como enlafigura7.3.

¢
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M N

Figura 7.3

Lo importante es que N esté entre los dos puntos. Simbolicamente escribimos
M -N-P,obien P-N-M.

Modulo 7: Postulados

Euclides

Su obra maxima, Elementos de geometria,
es una compilacion de obras de autores
anteriores (entre los que destaca Hipdcrates
de Quios). Elementos contiene un extenso
tratado de matematicas en trece volimenes.
Los seis primeros corresponden a lo que
se entiende como geometria elemental; en
ellos Euclides recoge las técnicas
geométricas utilizadas por los pitagéricos
para resolver ejemplos de ecuaciones
lineales y cuadraticas, e incluyen también la
teoria general de la proporcion. Los libros
del séptimo al décimo tratan de cuestiones
numeéricas y los tres restantes se ocupan
de la geometria de los s6lidos, hasta
culminar en la construccion de los cinco
poliedros regulares y sus esferas
circunscritas, que habia sido ya objeto de
estudio por parte de Teeteto.

Los Cdlculos (una coleccion de teoremas
geométricos), los Fenomenos (una
descripcion del firmamento), la Optica, la
Division del canon (un estudio matematico
de la masica) y otros libros se han atribuido
durante mucho tiempo a Euclides.

Euclides establecid lo que habia de ser la
forma clasica de una proposicion
matematica: un enunciado deducido
l6gicamente a partir de unos principios
previamente aceptados.

Geometria Euclidiana 55



Capitulo 2: Elementos basicos de la geometria

Postulado 7.2.1
Dados dos puntos diferentesM y N de unarecta ¢, existe por o menos un punto P
delarectatal queP estaentreM y N, y escribimos M — P — N (figura7.4).

¢
« @ 4 @ |
M ' N
Figura 7.4

Nota: si P estaentreMy N (M —P —N), entonces M es diferente de N.

Postulado 7.2.2
Dados dos puntos diferentesM y N de unarecta ¢, existe por |0 menos un punto Q

sobrelarecta ¢ tal queN estaentreMy Q (figura7.5), y escribimos M —N -Q.

(4
e - - » >
M N 0
Figura 7.5

Postulado 7.2.3
Dadosdos puntos diferentesM y N de unarecta ¢, existe por |lo menos un punto K
sobrelarectatal que M estdentre Ky N (figura7.6), y escribimos K —M —N.

4
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K M N
Figura 7.6

Postulado 7.2.4
Dados tres puntos diferentes de una recta, uno y solo uno de ellos esta entre los

otros dos. Este postulado establece quesi A—-C - B, entoncesB —-C — A, pero no
C-A-Bni A-B-C.

Nota: si A, B, C son puntos sobre una rectay en ese orden, podemos decir que A
“precede” aB, y B precedeaC, A precedeentoncesaC, |o cual simbolizamos por

A-B-C.

Postulado 7.2.5
SiNestdentreMy P,y X estaentre N y P, entonces X estaentreM y P (figura7.7).

[4
. . . |
M N X P

Figura 7.7
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Definicion 7.2.1: Segmento rectilineo

Sean Ay B dos puntos diferentesde unarecta. Al conjuntoformado por Ay B ylos
puntos de larecta que estan entre Ay B se le llama segmento rectilineo ABy lo

denotamos AB (figura7.8).

LospuntosAy B sonlosextremosdel segmentoy no importacud deellosescribi-

mos primero, o seaque AB = BA . Lospuntosdelarectaentre Ay B son el interior

del segmentoy lo denotamos Ag

< Ly o Pg
A B
[ 2 @
A B
Figura 7.8

Si Ay B representan el mismo punto decimosque AB = AA = BB esel segmento
nulo.

Postulado 7.2.6 (Delaseparacién delarecta)

Sea O un punto de unarecta/, los demés puntos de la recta forman dos conjuntos
M, N (figura7.9), talesque:

a Suinterseccion esel vacio: M NN =¢.

b. S AeM y BeM,entonces AB estacontenidoenM,ysiCeN y De N, en-
tonces CD esta contenido en N.

c. S AeM y CeN, entonces O € AC . Esdecir, A—-O—-C (figura7.9).

l
< ® ® ® . e >
A B (0] C D
M N J

Figura 7.9

d. MU{O} UN =rectar.

Definicion 7.2.2: Semirrecta
Un punto O deunarecta ¢ y los puntos X delarectaque estan aun mismo lado de

O determinan €l rayo OX (figura7.10) y lo denotamos OX . Si no seincluyeel punto

Modulo 7: Postulados
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Capitulo 2: Elementos basicos de la geometria

O tenemos lasemirrecta OX y ladenotamos OX .

[

o s > _

O X semirrecia
£
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[ X
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L & »

0 X raya

Figura 7.10

Como podemos observar de la figura 7.10, la semirrecta OX es diferente de la

—

semirrecta XO, esdecir, E)Y;t 0)6 al igual quelosrayos OX y XO.

En el postulado delaseparacion delarecta (figura7.9) los conjuntosM y N son las
semirrectas OA,OC .
Si O, Ay B son puntos colinealesy A-0O-B, decimos que OOTA) y OCE) son

semirrectas opuestas (figura7.11) y que 50: y O_>B SON ray0s opuestos.

A o B

¢
>

A
®

Figura 7.11

Definicion 7.2.3: Semiplano

Todarecta 7, de un plano M, determina dos conjuntos Ilamados semiplanos. La
rectasellamaborde o fronteradel semiplanoy no pertenecea semiplano (figura7.12).

A los semiplanos |os nombramos por medio de larectay un punto de uno de los
semiplanos. Asi, los semiplanos «, y «, delafigura 7.12 los nombramos asi:

semiplano a, por /(A); semiplano «, por ¢(C).

Si lospuntosA y B estan en un mismo semiplano ¢(A) , entonces AB estaconteni-

do en el mismo semiplano. Lo mismo ocurrecon CD en el semiplano «, .

Si lospuntosB y C estan en diferentes semiplanos, entonces BC cortaalarecta ¢
enP.
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Semiplano e B borde

P

¢ € Semiplano o,

Figura 7.12

Postulado 7.2.7 (Dela separ acién del plano)
Sea ¢ unarectade un plano M, los demés puntos del plano (diferentesalos dela

recta) forman dosconjuntos o, Y «, disuntostales que (figura7.12):

aagnl=a,Nl=a,Na,=¢.

b. o, e, Ul =plano.

c.S Bea, y Cea,,entonces BC cortalarecta ¢ enun punto P.

d.Si Aca, y Bea,, entonces AB estaen el semiplano /(A) .

e.S Ceaq, YDea,,entonces CD estaen el semiplano /(C).

Asi como €l punto separaalarectay larectaa plano, el plano separaal espacio en

dos conjuntos disjuntos llamados semiespacios. El plano que los separa se llama
carade cada uno de ellos.

Definicion 7.2.4

Un conjunto de puntos M del plano es convexo si y solo si para cada par de puntos

Py Q deM el segmento P_Q esta contenido en M. En caso contrario decimos que
€S N0 CoNvexo.

L os siguientes conjuntos de puntos del plano son convexos (figura 7.13):

o /7

Figura 7.13

/B

Modulo 7: Postulados
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Capitulo 2: Elementos basicos de la geometria
En lafigura7.14 se muestran regiones del plano que no son convexas.

A
~
~
N B C
~
— ~
A

Figura 7.14

El punto, el segmento, la semirrecta, larecta, e planoy €l espacio son conjuntos
CONVEXos.
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Ejercicios
Maodulo 7

L En cada uno de |os siguientes casos determine si |a proposicién es verdadera o es falsa.

La unién de dos conjuntos no puede ser e conjunto vacio.

= Lainterseccion de dos planos puede ser un segmento.

= Un plano contiene por |o menos tres puntos.

»  Dos rectas se pueden cortar en dos puntos diferentes.

=/ esunarecta. Si Emf=¢ yﬁrw:gé,entoncesﬁmf:yﬁ.

= SIABN/#¢ Yy BCn/=g, entonces AC/# g.

= S ABN/# ¢, entonces A'y B se encuentran en semiplanos diferentes.
= Si M pertenece a semiplano ¢(A), entonces AM cortaalarecta ¢ .

= Launion de dos semiplanos es un semiplano.

= Launion de dos semirrectas es unarecta.

= SiNnoestdentre My P, entonces P estaentre M y N.

s LasemirrectaAB tienepuntoinicial y punto terminal.

= S AB=BA,entonces A=B.
= Larectatieneextremos.

= Todarecta esta contenida en un plano.
Con bhase en los postulados responda cada una de |as siguientes preguntas (2 a 7).

2 ¢Cuantos puntos contiene un segmento? ¢Una recta?
3 ¢Cuantas rectas pueden pasar por un punto dado? ¢Cuantos planos?
4, ¢Cuantas rectas pueden pasar por dos puntos diferentes? ¢Cuantos planos?

5 ¢Por tres puntos diferentes cuantas rectas pueden pasar? ¢Cuantos planos?

Capitulo 2: Elementos basicos de la geometria




6. Tres puntos diferentes A, B, C en un plano, ¢cuantos segmentos determinan?
¢Cuantas semirrectas?

a Si son colineales.
b. Si no son colineales.

7. Cuatro puntos A, B, C, D coplanariostres atres:
a. ¢Cuantos segmentos determinan?

b. ¢Cuéantas semirrectas determinan?
¢. ¢Cuéantos planos determinan?

Con base en los postulados justifique las siguientes proposiciones.

8. Unarectay un punto exterior a elladeterminan un tnico plano que las contiene.
9. Dos rectas incidentes determinan un Gnico plano que las contiene.

10.  El punto donde se cortan dos rectas es Unico.

Ejercicios del modulo 7




Médulo-

8.1 Medida de segmentos.

Segmentos

Contenidos del modulo

Objetivos del mddulo

Diferenciar un segmento de su medida. David Hilbert

I dentificar los tipos de segmentos.
Enunciar las propiedades de las medidas del segmento.
Construir un segmento.

(1862-1943). Matemdtico y filésofo aleman
nacido en Konigsberg (hoy Kaliningrado,
Rusia).

Diferenciar entre congruenciaeigualdad.
Determinar si un punto es 0 no punto medio de un segmento.
Sumar y restar segmentos.

NoOOg,AWNE

Preguntas basicas

¢Cual eslamedidade un segmento?

¢Qué propiedades tiene la medida de segmentos?
¢Como se construye un segmento?

¢Qué son segmentos congruentes?

¢Cuando dos segmentos son iguales?

¢Cuando un punto es punto medio de un segmento?
¢Qué operaciones se hacen con segmentos?

NoOOg,AWNE

Introduccion

Uno delos elementos mas usados en lageometriaes el segmento rectilineoy muy
especialmente su medida, no sélo en teoremas que se van a demostrar sino tam-
bién en problemas de célculo numérico. Con este modul o seiniciaesaparte operativa
delageometriay laaplicacion de postulados aceptados y teoremas demostrados.

Vea el modulo 8 del
programa de
television
Geometria
Euclidiana
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Capitulo 2: Elementos basicos de la geometria
8.1 Medida de segmentos

Dados los conjuntos infinitos de igual nimero de elementos, es posible asociar
cada elemento de un conjunto, exactamente, con un elemento del otro; decimos
entonces que hay una correspondencia biunivoca entre los elementos de los dos
conjuntos. Podemos entonces establecer una correspondencia biunivoca entre los
puntos de larectay los niUmeros reales, diciendo que a cada punto de la rectale
corresponde uno y solo un nimero real y a cada nimero real le corresponde un
Unico punto de larecta.

En geometrianosreferimosamenudo ala“distancia’ entrelos puntosAy B obien
alamedidadel segmento AB.

Postulado 8.1.1 (Deladistancia)
A cada par de puntos diferentesles corresponde un Unico nimero real no negativo.

Definicion 8.1.1

A cadapar de puntos diferentes A y B corresponde un Unico nimero real no nega-
tivo llamado ladistancia entre Ay B, o tambiénlamedida del ssgmento ABy lacual

denotamos como d (A, B) =m(AB).

Ladistanciaentre dos puntos o lamedidadel segmento determinado por ellostiene
las siguientes propiedades:

a m(AB)=d(A B)>0.

b. m(AB)=m(BA)=d(A,B)=d(B,A).

c. m(AB)=d(A,B)=0sysolosi Acoincidecon B(A=B).

La propiedad (c) nos dice que al segmento nulo (o a punto) le asignamos una
medidacero.

Paraabreviar enlanomenclaturadela d(A,B) =m (ﬁ) , escribimos simplemente

AB. Debemos tener presente que cuando escribimos AB nosreferimos alafigura
geométricadel segmento y con AB nos referimos a un nimero que es lamedida o
longitud del segmento AB.

Paramedir un segmento o determinar ladistancia entre dos puntos A y B debemos
escoger unaunidad delongitud o de medida: decimetro, metro, yarda, pulgada, pie,
etc. Hay problemas en | os cual es se mencionan varias unidades, pero siempre debe-
mos trabajar en una cualquiera (todas se reducen ala unidad escogida).

Supongamos quetenemoslos puntosAy B y unareglacon marcasen cm (figura8.1):

Figura 8.1
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Es claro que la distancia entre A y B no depende de cuédl de los dos puntos se
nombreprimero, d(A,B) =d(B, A), ni delacolocaciondelaregla.

Si ponemoslaregladetal maneraqueel cero coincidacon A, esfécil hacer lalectura
y vemos que ladistanciaes’5 cm.

Si ponemos laregladetal maneraqueel 4 coincidacon A, vemosqueal puntoB le
correspondeel 9. EnestecasoladistanciaentreAy B serd 9— 4 =5 cm (figura8.2).
También podemos hacer estalecturacomo 4-9 = -5, pero como ladistanciasiem-

pre es positiva tomamos el valor absoluto de la diferencia entre los nimeros y
tenemos asi la siguiente definicién de distancia.

A B ¢
4= - . - * - - . >
3 4 s 6 7 8 U] 10
Figura 8.2
Definicion 8.1.2

Ladistanciaentre dos puntos es el valor absoluto de la diferencia entrelos nime-
ros reales correspondientes.

Ejemplo8.1.1

En la figura 8.3 consideremos los puntos A, B, C, D, E y encontremos algunas
distancias o medidas de |os segmentos determinados.

Recta real

A B c D E F

-5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 o6 7 8
Figura 8.3

Solucion
Delafiguraobtenemos:

AB =|-5-(-2)|=|-5+2|=|-3|=3

AC =|-5-0|=|-5|=5

BD =|-2-3|=|-5|=5

DE =|3-5|=|5-3|=2

BF = |-2-8|=|8-(-2)| = |-10| = |10| =10

Definicion 8.1.3

En larectareal el nUmero que le corresponde aun punto se llamacoordenada del
punto. Asi, en el gemplo 8.1.1lacoordenadade A es —5, lacoordenadadeB es —2
y ladel punto E es5. Vemos entonces que la distancia entre dos puntos de larecta

Maodulo 8: Segmentos

David Hilbert

Aunque Hilbert trabajé en diversos campos
de las matematicas, que incluyen la teoria
de ndmeros vy el célculo de variaciones, es
particularmente famoso por sus contribu-
ciones a la geometria, pues reemplazé toda
la estructura geomeétrica euclidiana mediante
un conjunto de 21 axiomas mucho mas
completos y abstractos, relacionados con
puntos, lineas y planos. Las contribuciones
que hizo quedaron plasmadas en su obra
magna, Fundamentos de la geometria.
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Capitulo 2: Elementos basicos de la geometria
real es el valor absoluto de la diferencia entre las coordenadas correspondientes.

Postulado 8.1.2 (Delasituacién depuntos)
Sea AB unrayoy n un nimero real, entonces existe un anico punto M en AB ta
que AM =n.

Postulado 8.1.3 (Dela adicion de segmentos)
Si A, B, C son colinealesen ese orden: A—B -C, entonces AC = AB + BC.

Teorema 8.1.1: Desigualdad de segmentos

S A-B-C, entonces AB < AC.

Demostracion (reduccién al absurdo)

Supongamos que AB ZAC. Por la ley de tricotomia tenemos que AB=AC o

AB > AC. S AB=AC, entonces B coincide con C y seria imposible porque
A—B—C (se estaria contradiciendo el postulado 7.2.4). Luego AB = AC . Si

AB > AC, entonces A—C — B, locual seriaimposibleporque A—B —C (seesta
riacontradiciendo el postulado 7.2.4). Luego AB > AC.

Como AB ¥AC y AB = AC, por laley detricotonomia AB < AC, Unicaalternati-
va

No todos | os teoremas que enunciamos se demostrarén; en tales casoslademostra-
cion sedejaracomo gercicio.

Teorema 8.1.2

SeanMyNdospuntosdeE. Si AM <MN, entonces A—M —N.

Teorema 8.1.3

Dados unarectay un rayo que tiene su punto inicial sobre larecta pero sus otros
puntos estan fuerade larecta, entonces todos |os puntos del rayo, excepto el punto
inicia, estan en el mismo semiplano debordelarectadada. Enlafigura8.4 seilustra

lasituacion. Seanm larectay PQ e rayo quetienesu puntoinicia P enlarectam.

Demostracion (reduccion al absurdo)

—>

Supongamos que PQ tiene un punto R tal que R y Q estan en semiplanos opuestos

—

respecto alarectam, entonces RQ cortaalarectam en un punto T (postulado de

laseparaciéndel plano). Como R — P —T , entonces RQ cortatambién alarectam
en P, lo cua es una contradiccion porque dos rectas se cortan en un punto y por

consiguiente |os puntos de lﬁ diferentes de P estan en el semiplano m(Q) .
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Figura 8.4

Sabemos que si dos segmentos son iguales, entonces tienen igual medida. Puede
ocurrir que dos segmentos tengan igual medida y no necesariamente ser iguales,
por gjemplo, dos lapices 0 minas pueden tener la misma longitud o medida 'y no
necesariamente ser iguales; el nuevo concepto en la geometria hace referencia a
este situacion.

Definicion 8.1.4: Congruencia
Dos segmentos AB y CD son congruentes si y solo si tienen igual medida, y

escribimos AB = CD; entonces AB = CD < AB = CD.
Lacongruenciaserefiere por tanto alafigurageométrica.

L as propiedades de la congruencia del segmento se enuncian en el siguiente teore-
ma.

Teorema 8.1.4

a Todo segmento es congruente consigo mismo: AB = BA (propiedad reflexiva).
b. Si AB =CD, entonces CD = AB (propiedad simétrica).

c. S AB=CD y CD = EF, entonces Ag ~ EF (propiedad transitiva).

Decimos entonces que la congruencia de segmentos es unarelacion de equivalen-
cia

Definicion 8.1.5: Punto medio

Sea A—M —B. M espunto medio de AB si y solosi dividea AB en dos segmen-
tos congruentes, AM = MB (figura 8.5).

Figura 8.5

S Mespuntomediodeﬁ , deacuerdo conladefinicontenemosque AM = MB = %, AB.

Maodulo 8: Segmentos
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Teorema 8.1.5

El punto medio de un segmento es Unico.

Demostracién (reduccién al absurdo)
Sea AB y M el punto medio de AB. Supongamos que el punto M no es iinico; sea
P otro punto medio de AB, entonces AP = PB = % AB. Como AM = MB = % AB

(M es punto medio de AB ), tenemos una contradiccién con el postulado de la
situacion de puntos (AP = AM). Luego M es Unico.

Postulado 8.1.4 (Dela constr uccion de segmentos)

Sea A@ unrayoy MP un segmento cualquiera, entonces existe un nico punto

Qe AB ta que MP = AQ (figura8.6).

A

Figura 8.6

Teorema 8.1.6: Adicion de segmentos

Sean A-B-C y M—N-P. Si AB=MN y BC = NP, entonces AC = MP (fi-

gura8.7).
t H
A B C
} - H
M N P
Figura 8.7
Demostracion

Por la definicién de congruencia, AB =MN y BC = NP. Por el postulado de la
adicion de segmentos tenemos AC = AB+BC y MP = MN + NP. Si sustituimos

lasmedidasen AC, obtenemos AC = MN + NP. Luego AC = MP porque tienen
igual medida.
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Teorema 8.1.7: Sustraccion de segmentos
Sean A-B-C y M—N—P. S AC=MP y AB=MN, entonces BC = NP.

Teorema 8.1.8

Los puntos medios de segmentos congruentes determinan segmentos con-
gruentes.

Ejemplo8.1.2

A, B, C, D son puntos colinealesen eseorden. Si My N son puntos mediosde AB

y CD, respectivamente (figura8.8), entonces MN _AC+BD

Figura 8.8

1. AM = MB = AB/2; CN = ND = CD/2, por ser M y N puntos mediosde AB y
CD. Como A—B—C —D, por d postulado de la adicion de segmentos tenemos:

2. MN = MB + BC +CN.
Si sustituimos 1 en 2, obtenemos:
MN =1/2 AB + BC +1/2CD, y aplicando propiedades de los reales llegamos a

(AB+BC)+(BC+CD)
2

MN = AC+BD.

; por adicion de segmentos: MN =

Maodulo 8: Segmentos
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Maodulo 8

1 Determine cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderasy cudles son falsas.
= Dosrectas son congruentes si y solo si tienen igual longitud.
m  Dosrectas son congruentes si y sdlo si coinciden en todos sus puntos.

= Dos rectas no pueden ser congruentes.

= SeaM e AB. Si AM = MB, entonces M es punto medio de AB.
= S m(AB)+m(AC)=m(BC), entonces A—B-C.

= S A B,C, D soncolineades, entonces AD = AC + BD.

= Si AC =CB, entonces C es punto medio de AB.

= S AB=CD, entonces AB=CD.

= S AB=CD, entonces AB = CD.

= S AB=CD, entonces AB =CD.

= Si AB=CD, entonces AB = CD.

= Si AB=CD, entonces AB = CD.

Sobre una recta se dan unos puntos con sus coordenadas correspondientes, como seindicaen lafigural. Con base en esa
informacién responda las preguntas 2 a 14 de latabla adjunta, ademas de las preguntas 15 a 17.

A B C D M N P R
< e . * *—» g P
sn 24 -1 0 34l 2 3
Figura 1
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2 m(NP)= 3 m(RN)= 4 m(DP)=

5 m(CN)= 6  m(AD)= 7. m(NA)=
8  m(AC)= o m(QC)= 10. m(RB)=
1 m(WuW): 12 m(a:’)um): 13, m(D_Q—W)z

14, m(AM uMR):

15.  Lacoordenadadel punto medio de MR es:
16.  Lacoordenadadel punto medio de AR es:

17.  Lacoordenadadel punto medio de CQ es:

18 SeanA, B, C, D cuatro puntoscolinealeseneseorden. Si AB =CD =m, BC = n, ¢entoncesel punto medio de BC

y de AD esel mismo?
19, Demuestreel teorema8.1.2.
20. Demuestre el teorema8.1.7.

21 Demuestre el teorema8.1.8.

Ejercicios del modulo 8






9.1 Angulos
9.2 Medidade angulos
9.3 Clasesde angulos

O~NO O WN P
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. Definir un angulo.

. Denotar un angulo.

. Medir un angulo.

. Diferenciar entre congruencia, medida, igualdad de angulos.
. ldentificar las clases de &ngulos.

. Identificar labisectriz deun éngulo.

. Resolver problemas sobre angul os.

. |dentificar rectas perpendicul ares.

Contenidos del modulo

Objetivos del mddulo

Oswald Veblen

(1880-1960). Matemético estadounidense
nacido en Decorah (lowa) y muerto en
Brooklin (Nueva York).

Preguntas basicas

. ¢Cuales son los elementos de un angulo?
. ¢Quéeslamedidade un angulo?

¢Cémo semide un angulo?
¢Cuéndo dos angulos son congruentes?
¢Cuéndo dos angulos son iguales?

. ¢Qué clase de angulos hay?

. ¢Cud eslabisectriz deun angulo?

. ¢Qué operaciones se desarrollan con angulos?
. ¢Quéeslamediatriz de un segmento?

10. ¢Cuando dos rectas son perpendicul ares?

Introduccion

L oséngul os son otra herramienta bésicaen lageometria, cuyaaplicacion seextien-
de aotras asignaturas como trigonometria, fisica, cdlculo y muchos cursos profe-
sionales. En esta seccidn se estudialo necesario parael desarrollo delageometria.

Vea el modulo 9 del
programa de
television
Geometria
Euclidiana
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9.1 Angulos

Definicion 9.1.1

Unangulo eslafigurageométricaqueresultaal unir dosrayosquetienen el mismo
puntoinicia. Losrayos son losladosdel anguloy el punto comin esel vértice del
angulo (figura9.1).

En la figura 9.1 la unién de (ﬂ\ y (YB es el éangulo AOB de vértice O y que
denotamos /AOB , 0 AOB, 0 4(07\, 073) ; Sl no hay lugar aconfusion [o denota-
mos como angulo ~O o bien O . También podemos usar letras griegas y escribi-
mos &, 3, 7, 6, etc.

Si los dos rayos son opuestos (estan en una misma recta), se obtiene un angulo

[lano o angulo rectilineo (figura9.2): AOB rectilineo. Si losdosrayoscoinciden,

tenemos €l angulo nulo (figura9.3): AOB nulo.

B A Figura 9.2
o o B /.1;
Figura 9.1 Figura 9.3
Definicion 9.1.2

Un angulo no nulo ni rectilineo divide a plano en dos conjuntos (regiones), uno
convexo llamado interior del &ngulo y otro no convexo Ilamado exterior del &ngulo

(figura9.4).
B
Interior de A(’)\B
o Exterior de A 63 A
Figura 9.4
Definicion 9.1.3
El angulo unido al interior del mismo sellamaregion angular (angulo euclideo), es
decir:

region angular = AOB Ui nt(AéB).
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Nota: e interior del angulo se puededefinir como lainterseccion de dos semiplanos,

asl:
interior AOB = OA(B)  OB(A).

En € siguiente teorema se resumen algunas situaciones que se presentan en un
angulo.

Teorema 9.1.1

a. Si P esunpuntodelarecta ¢, entonceslasimerrecta PQ esta contenidaen el
semiplano deborde ¢ y que contieneaQ: semiplano /(Q) (figura9.5).

Figura 9.5

b. S Q esun punto interior del &hgulo AOB, entonces OB esta contenidaen la
region angular (figura9.6).

v

Figura 9.6

c¢. Dado un éngulo AOB, entonces el segmento AB esta contenido en laregion
angular (figura9.7).

d. S P esun puntointerior a angulo AOB , entonces OP intersecaa AB (figura9.8).

Médulo 9: Angulos

Oswald Veblen

Oswald Veblen hizo grandes aportes al
algebra abstracta y dio el primer ejemplo de
un plano proyectivo finito, es decir, un plano
que no cumple con el teorema de
Desargues. Desarroll6, ademas, un enfoque
axiomatico de la geometria. Escribi¢ varios
tratados sobre esta ciencia, entre los que
se destacan Geometria proyectiva,
Fundamentos de la geometria diferencial y
Analysis situs. En esta (ltima obra llevd a
cabo una sistematizacion de las ideas
desarrolladas por Jules Henri Poincaré.

En la Sociedad Matematica Americana, de
la que este matematico fue presidente en
1923, se entrega anualmente el Premio
Veblen en Geometria, establecido en 1964.
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v
v

Figura 9.7 Figura 9.8
9.2 Medida de angulos

Debemos expresar de alguna forma la “amplitud” o “abertura’ que hay entre los
lados de un angulo. La unidad mas usual para representar esa “abertura” de los
ladoses el “grado”.

Definicion 9.2.1 De la medida de angulos

A todo angulo AOB le corresponde un unico nimero real entre 0 y 180 llamado
medida, o medidaen grados, del angulo.

Lamedidade angulo AOB (en grados) se escribe m(AéB), y segun ladefinicion:
0° < m(AOB) < 180°.

En el capitulo 4 estudiaremos ampliamenteloscirculosy los elementos relacionados
con é; por el momento aceptemos unaideaintuitivade un grado y digamos que es
una trescientas sesentava parte de una circunferencia, es decir:

1° = Y%, porquelacircunferenciamide 360°.

Si el dngulo esllano o rectilineo tiene unamedida de 180°y lamedidade un angulo
nulo es Q°.

Asi como se usa unareglanumerada para estimar lamedida de un segmento, pode-
mos determinar lamedidade un angulo con laayuda de un transportador (figura9.9).

Figura 9.9. Transportador
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Postulado9.2.1 (Delaconstruccién del angulo)

Sea Kg €l bordedeun semiplano «. Paracadanimerorea n entre(°y 180° existe

undnicorayo AP conP en a, tal que m(BAP) = n° (figura9.10).

™4
N
=}

Figura 9.10

Postulado 9.2.2 (Dela adicién deangulos)
Si P esun punto en €l interior del AOB, entonces (figura9.11):

m(AOB) = m(AOP) + m(POB)

Figura 9.11

Nota: cuando usamos letras del alfabeto griego para denotar los angulos, éstas
facilitan mucho lanomenclatura paralamedidadelos mismos, yaque:

,3 serefierealafiguradel angulo.
B serefierealamedidadel angulo.

Esdecir, 3= . Enlafigura9.11 tenemosque f = o +6.

Definicion 9.2.2: Congruencia de angulos

Dos édngulos AOB Yy CDE son congruentes si y solo si tienen igual medida, y
escribimos AOB = CDE (figura9.12). Simbodlicamente:
AOB = CDE < m(AOB) = m(CDE).
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v
v

o A D C
Figura 9.12

Los angulos que son congruentes en una figura geométrica se representan con €l
mismo simbolo. Las propiedades de la congruencia de angulos se enuncian en €l
siguienteteorema.

Teorema 9.2.1

a. Todo angulo es congruente consigo mismo:

AOB = AOB (propiedad reflexiva).
b. El orden en que se enuncie la congruencia no afecta a ésta:

Si AOB = DEF, entonces DEF = AOB (propiedad simétrica).
¢. Dos éngulos congruentes a un tercer angulo, son congruentes entre si:
AOB = CDE A CDE = HiJ = AOB = HiJ (propiedad transitiva).
Decimos entonces que la congruencia de angul os es unarelacién de equivalencia.

Definicion 9.2.3: Bisectriz de un angulo

Seael &ngulo AOB y P unpunto en €l interior del AOB . LasemirrectaOP sellama
bisectriz del angulo si y sélo si determina en él dos angulos congruentes (figura
9.13).

Figura 9.13

b.—P> eshisectriz de AOB < AOP = POB .
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Teorema 9.2.2

Labisectriz de un &ngulo es Uinica. Su demostracion se dejacomo gjercicio.

Teorema 9.2.3: Adicion de angulos

S Pestaend interiorde AOB y Q estaend interior del MRS, con AOP = MRQ
y POB = QRS, entonces AOB = MRS (figura9.14).

Figura 9.14

Demostracion

Como Py Q son puntosinteriores (hipétesis), del postulado de la adicion de angu-
|os tenemos:

la.  m(AOB)=m(AOP)+m(POB).
b.  m(MRS)=m(MRQ)+m(QRS).

Si aplicamos la definicion de congruenciaen la hipétesis obtenemos:
2a.  m(AOP)=m(MRQ).
b. m(POB)=m(QRS).

Si sustituimos (2.8) y (2.b) en (1.b) obtenemos:

3. m(MRS) = m(AOP) + m(POB).
Delasafirmaciones(1.a) y (3) tenemos:
m(AOB) = m(MRS).
Luego AOB = MRS.

Teorema 9.2.4: Sustraccion de angulos

S Pegaend interiordd AOB y Q estaend interior del MRS, con AOP = MRQ

y AOB = MRS, entonces POB = QRS (figura9.14). Su demostracion quedacomo
gercicio.

Médulo 9: Angulos
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Definicion 9.2.4: Desigualdad de angulos
Si D esta en el interior de AOB, entonces m(AOB) > m(DOA) ©

m(AOB) > m(DOB) (figura9.15).

En adelante, s AOB = 3 y AOD =4, entonces m(AOB) > m(AOD) se puede

escribir B> a, enlugar de m(B) > m(&) ode m(AOB) > m(AOD).

Y

Figura 9.15

Teorema 9.2.5

Las bisectrices de angulos congruentes determinan angulos congruentes. La de-
mostracién sedejacomo gjercicio.

9.3 Clases de angulos

Definicion 9.3.1

Un éngulo esagudo si y solo si su medida es mayor que 0°y menor que 90° y un
angulo esobtuso si y sdlo si sumedida es mayor que 90° y menor que 180°.

Definicion 9.3.2

Dos angulos se llaman angulos complementarios si y solo si la suma de sus medi-
das es 90°y se dice que uno es el complemento del otro.

Teorema 9.3.1

Los complementos de &ngulos congruentes, son congruentes.

Definicion 9.3.3

Dos angulos se llaman &ngulos suplementarios si y sblo si lasumade sus medidas
es 180°, y sedice que uno es el suplemento del otro.

Teorema 9.3.2

Los suplementos de &ngulos congruentes, son congruentes.
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Definicion 9.3.4
Dos éngulos que tienen un lado comun y los otros lados son semirrectas opuestas
sedice que forman un par lineal (figura9.16).

Figura 9.16
AOP y POB formanun par lineal.

Definicion 9.3.5

Dos angulos coplanares son éangulos adyacentes si y sélo si tienen un lado comin
y los otros dos lados estén situados en semiplanos diferentes cuyo borde contiene
el lado comun (figura9.17).

Figura 9.17

En lafigura9.17, AOP y BOP son angulos adyacentes, pero AOP y AOB no
son angulos adyacentes.

Nota: los éangulos de un par lineal son entonces angulos adyacentes suplementa-
rios.

Definicion 9.3.6
Dos angulos cuyos lados son rayos opuestos se [laman angulos opuestos por el
vértice (figura9.18) o par vertical.

Médulo 9: Angulos
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Figura 9.18

Enlafiguraanterior AOB y COD son opuestos por el vértice, igualmente BOC
DOA.

Teorema 9.3.3

L os angulos opuestos por € vértice son congruentes (figura 9.19)

Hipotesis: MPN y RPT son opuestos
por el vértice.

Tesis: MPN = RPT.

Figura 9.19

Demostracion
MPN y RPT son opuestos por € vértice (hipotesis), y por la definicion ﬁ y

m son opuestos, o mismo que PW y PT, luego MPR y NPT son angulos
[lanosy su medidaes 180°.

Por el postulado de la adicién de angulos:
1. m(MPN)+m(NPR) = m(MPR) = 180°.
2. m(NPR)+m(RPT) =m(NPT) = 180°.

De1tenemos: m(MISN) =180°-m (N|3R).
De2tenemos: m(RPT) =180°—m(NPR).

Luego: m(Mf’N) = m(Rf’T), y concluimos que MPN = RPT.
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Definicion 9.3.7

Si los &ngulos de un par lineal son congruentes, cada uno de los angulos se llama
angulo recto.

Teorema 9.3.4
Lamedidadeun angulo recto es 90° (figura9.20).

Corolario9.3.1
Los angulos rectos son congruentes.

3

1 -I -
C 0 A

Figura 9.20

Y

AOB y BOC son angulos rectos.

Definicion 9.3.8: Perpendicularidad
Silasrectas ¢, y ¢, se cortan formando un angulo recto se dice que son perpendi-

cularesy escribimos ¢, 17, (figura9.21).

Jlez
B
l
« _|90° 1
P A
v
Figura 9.21

Sy ¢,secortanenPy Ae/, y B e/, entoncesladefinicion de perpendicularidad

se cumple paralosrayosy los segmentosy escribimos IﬁL ﬁ y PA_LPB.
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Teorema 9.3.5

Dos rectas perpendiculares forman cuatro &ngul os rectos.

Teorema 9.3.6

Si dos rectas incidentes forman angul os adyacentes congruentes, son perpendicu-
lares(figura9.22).

Hipotesis: AB y CD incidentesen O, COB = COA.
Tesis: Kg L EB
Demostracion

A-O-By C-0-D porque AB y CD sonincidentesen O. Ademéas AOB es

rectilineo y coB y COA forman angulos rectos (definicién de angulo recto).

Concluimos entonces que CD L AB (definicion de rectas perpendicul ares).

Observemos que s 4, y ¢,son perpendiculares, ellas se cortan en un punto (son
incidentes).

Fy
v

D

v

Figura 9.22

Definicion 9.3.9: Mediatriz de un segmento

Sellamamediatriz de un segmento alarectaque esperpendicular a segmentoenel
punto medio de éste (figura9.23).
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{4

mediatriz

Figura 9.23

¢ esmediatrizde PQ siysdlos /1 PQ y PM = MQ.
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reicios
Moédulo 9

1 De acuerdo con lafigura 1, determine los puntos que estan:
a Enel interior del ABC.
b.Enel ABC.
c. End exterior del ABC.
F
L]
H
L]
D c
‘K
Figura 1

2 ¢El vérticedeun angulo estaen el interior? ¢En el angulo? Explique.
3 ¢Esel dngulo un conjunto convexo? Explique.
Complete cadaunade las siguientes afirmaciones (4 a12):

4, Un éngulo con medida menor que 90° es

5. Si un ABC es recto, entonces BA y BC son

6. Angulos coincidentes son

7. Angulos con la misma medida son

8 Un angulo con medida mayor que 90° es

9. El suplemento de un angulo recto es

10. Complementos de angulos congruentes son
11.  Los angulos que forman un par lineal son
12, El suplemento de un angulo agudo es
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13, Determine el suplemento de cada uno de los siguientes angulos:
a 8o b. 100° c.n° d. 90 e.180° —n°

14.  DosrectasABy CD secortanenO. Si m (AéD) =50°, hallelamedidadelos otros angulos.

15.  Doséangulos son complementariosy uno de ellos excede al otro en 20°. ¢Cuénto mide cadauno?
16.  Halelamedidade dos angulos que son suplementarios y opuestos por €l vértice.

17.  Halelamedidade dosangulossi son suplementariosy lamedidadel mayor es el doble delamedidadel
menor.

6

Hallelamedida de dos angul os suplementarios si |a medidadel mayor es20° menor que tres vecesla
medidadel menor.

Demuestre el teorema9.2.3.
Demuestre el teorema9.2.5.
Demuestre el teorema9.3.1.

Demuestre el teorema9.3.2.

B 8 R B &

Demuestre el teorema9.3.4.

24, Demuestredl teorema9.3.5.

Ejercicios del modulo 9







Médulo@

Poligonos

Contenidos del modulo

10.1 Poligonos- Circulo

. Objetivos del médulo

. Identificar lasclasesdelineas.

. Determinar los elementos de un poligono.

. Clasificar lospoligonos.

Expresar los nombres de los poligonos.

. Establecer ladiferenciaentre circunferenciay circulo.

. Distinguir loselementosen lacircunferenciay € circulo.

. Diferenciar las dimensiones de |os subconjuntos del espacio.

NOoO U A WNPE

. Preguntas basicas

. ¢Quéesunalineaquebrada, abierta, cerrada, convexa, no convexa?

. ¢Quéesunalineapoligonal ?

. ¢Qué esun poligono?

¢Cuales son |os elementos de un poligono?

¢Como seclasifican los poligonos?

¢Como sellaman lospoligonos?

. ¢Quéesunalineacurva, cerrada, abierta?

. ¢Quéesunacircunferencia? ¢Quéesun circulo?

. ¢Qué son figuras unidimensional es, bidimensional es, tridimensional es?

©CO~NDUAWNERE

Introduccion

En este modulo se estudian las generalidades que presentan los poligonos y la
circunferencia como figuras basicas en la geometriay de cuyas propiedades nos
ocupamos mas adel ante.

)'1'-.. ".\

Arquimedes

(287-212 a.C.). Matematico griego nacido
y muerto en Siracusa.

Vea el mddulo 10
del programa de
television
Geometria
Euclidiana
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10.1 Poligonos - Circulo

Hemos estudiado la linea recta y sus propiedades. Veamos ahora otros tipos de
“lineas’ y las figuras geométricas que pueden formar.

Definicion 10.1.1

Sean A,A,,---,A, n puntos en el plano; la unién de los segmentos

AA, AA,,-- A A, sellamalineaquebrada (figural0.1).

Lalinea quebrada es abierta si A y A, no estan unidos, y es cerrada si A y
A, estan unidos.

Definicion 10.1.2

Unalinea quebrada es convexa si unalinearecta cualquieralacortaalo sumo en

dos puntos. En caso contrario se dice que es no convexa (figura 10.1).

Definicion 10.1.3

Unalineaquebrada cerrada convexasellamalinea poligonal (figura10.1).

A
Ay Ay A, A3 A, A, 4
A, q
Ay
A, / A, A,
Ag ° A Ay
A
A, As 1
@ ® © @

Figura 10.1

a. Lineaquebrada abiertaconvexa.

b. Lineaquebradacerrada.

¢. Lineaquebrada cerrada convexao también lineapoligonal .
d. Lineaquebrada abiertano convexa.

Definicion 10.1.4

El conjunto de puntosdel plano (o porciéndel plano) limitado por unalineapoligonal
sellamapoligono (figura10.1).

Los puntos A, A,,---, A, se llaman vértices del poligono. Los segmentos

AA,, A A, A A sonloslados del poligono.

Loséngulos A A,A,, A, AA,,-, A, A A,sellaman angulosinteriores del poligono.
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Se [lama perimetro del poligono alasuma de las medidas de los lados; o denota-
mos por 2p Yy tenemos:

2p=AA+ AR+ AA

Se Ilama diagonal de un poligono a segmento de recta que une dos vértices no
consecutivos. Ejemplo: A A, A, A, , etc. (figura10.1c).

Un punto P estden el interior de un poligono si cualquier rayo de origen P cortaa
lalineapoligonal. Los puntosque no soninterioresdel poligono ni estanenlalinea
poligonal constituyen el exterior del poligono (figura10.2).

Exterior C
D
< Interior
/ P
A B
Figura 10.2
Definicion 10.1.5

La linea poligonal unida a sus puntos interiores se Ilama regién poligonal. Un
poligono se representa por la linea poligonal y se nombra con las letras de los

vértices consecutivos: A A, ---A, .

Definicion 10.1.6

Un poligono es equilatero si y solo s tiene todos sus lados congruentes.

Un poligono es equidangulo si y solo si todos sus angulos son congruentes.

Definicion 10.1.7

Un poligono esregular si y solo si esequilateroy equiangulo. En caso contrario se
dice que esirregular.

L os poligonos reciben nombres de acuerdo a su nimero de lados, asi (tabla 10.1):

Modulo 10: Poligonos

Arquimedes

Las ideas de Arquimedes estan reflejadas
en una de las proposiciones iniciales de su
obra Sobre los cuerpos flotantes, pionera
de la hidrostatica; corresponde al famoso
principio que lleva su nombre y, como alli
se explica, haciendo uso de él es posible
calcular la ley de una aleacion.

Una de las obras mdas importantes de
Arquimedes es Equilibrios planos, en el que
fundamentd la ley de la palanca deduciéndola
a partir de un namero reducido de
postulados y determind el centro de
gravedad de paralelogramos, tridngulos,
trapecios y el de un segmento de parabola.
En la obra Sobre la esfera y el cilindro utiliz
el método denominado de exhaustion,
precedente del calculo integral, para
determinar la superficie de una esfera y para
establecer la relacion entre una esfera y el
cilindro circunscrito en ella.

Arquimedes ademas es famoso por aplicar
la ciencia a la vida diaria. Por ejemplo,
descubrid el principio que lleva su nombre
mientras se bafiaba. También desarroll6
maquinas sencillas como la palanca o el
tornillo y las aplicé a usos militares y de
irrigacion.
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Capitulo 2: Elementos basicos de la geometria
Tabla 10.1. Nombres de los poligonos segtn el nimero de lados que tengan

NUmero Nombre NUmero Nombre
de lados
3 Triangulo 8 Octagono
4 Cuedrilétero 9 Nonagono
5 Pentagono 10 Decagono
6 Hexégono u Ondecégono
7 Heptégono 12 Dodecégono

En general, n-4gono es un poligono de n lados.

En lafigura 10.3 se muestran algunas situaciones caracteristicas de | os poligonos.

A3
: 7 o
} | ] A,
A,
Figura 10.3
Teorema 10.1.1
. . . n(n-3)
El nimero de diagonales de un poligono de n lados es —

Definicion 10.1.8: Linea curva

Sellamalinea curva aunalineaque no tiene segmentosrectilineos. Unalineacurva
puede ser abierta o cerrada, convexa o no convexa. En lafigura 10.4 se muestran
algunas lineas curvas.

OO0

Figura 10.4

a Lineacurvaabiertaconvexa.

b. L ineacurva abiertano convexa.
C. Lineacurvacerradano convexa.
d.y e. Lineascurvas cerradas convexas.
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Definicion 10.1.9

Unalinea curva cerrada convexa cuyos puntos estan aigual distancia de un punto
fijo del plano sellamacircunferencia, de centro €l puntofijoy deradioladistancia
(figura10.5).

Una circunferencia de centro O y radio r se denota C(O,r), o circunferencia de
centro O.

Figura 10.5
También se usa O(X) :circunferenciade centro O y que pasa por e punto X.

El segmento que une el centro con un punto delacircunferenciase llamasegmento
radial OX . Lamedidadel segmentoradial sellamaradio: m(OX) =r. UnpuntoP
pertenecedl interior deunacircunferencia C(O,r) siysdlosi d(O,P)<r (figura
10.5). Un punto Q pertenece a exterior de unacircunferencia C(O,r) siy solosi
d(0,Q) >r (figural0.5).

Definicion 10.1.10

El conjunto de puntos del plano limitado por unacircunferenciadecentroO y radio
r sellamacirculo decentroO y radior y sedenota ¢ (0,r) (figura10.6).

Figura 10.6

Modulo 10: Poligonos
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Capitulo 2: Elementos basicos de la geometria

Vemos entonces que: C(O,r) = C(O,r)u interior C(O,r).

Sean los puntos A, B, C, D sobre lacircunferenciade centro O.

Cuerda: esel segmento de recta que une dos puntos distintos de la circunferencia.

AB y CD son cuerdasen lafigura10.7.

Cuerda diametral: esuna cuerdaque pasapor €l centro; su medidase llamadiame-

tro. Enlafigura10.7, CD escuerdadiametral y m(@) =d=2r.

Arco de circunferencia: esel conjunto de puntosformado por Ay By los puntos de

lacircunferenciaentre Ay B. Sedenota AB (figura10.7). Si losextremosdel arco
sonlos extremos de unacuerdadiametral entoncesel arco sellamasemicircunferencia

(@ enlafigural0.7).

Figura 10.7

Enlafigura10.7 AB esun arco menor y ACB esunarco mayor.

El &ngulo cuyo vértice coincide con €l centro O y suslados estén sobre los segmen-

tosradialessellamaangulo central ( BOD en lafigura10.7).

Unarecta ¢ en el mismo plano de unacircunferencia O estangente alacircunfe-
rencias y solo si laintersecaen un punto. El punto se [lama punto de tangencia

y sedice que lacircunferenciay larecta son tangentes en un punto (figura 10.7).
Unarecta/ essecante aunacircunferenciasi y sdlo si lainterseca en dos puntos.

AB , CD en lafigura10.7 son rectas secantes alacircunferencia.

Dos circunferencias son iguales si y s6lo s coinciden en todos sus puntos. Dos
circunferencias son congruentes si y solo si tienen radios iguales.

Lascircunferencias son concéntricassi y solo si tienen el mismo centroy diferentes
radios.
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Unacircunferencia esta inscrita en un poligono si y sélo si loslados del poligono
son tangentes a la circunferencia; esto equivale a decir que el poligono esté cir-
cunscrito alacircunferencia. Unacircunferenciaestacircunscrita aun poligonosi
y solo si losvérticesdel poligono estédn en lacircunferencia. Lo anterior esequiva-
lente aafirmar que el poligono estainscrito en lacircunferencia.

Enlafigura10.8a tenemos un poligono inscrito en un circulo o unacircunferencia
circunscritaal poligono, y en lafigura 10.8b unacircunferenciainscritaen un poli-
gono o un poligono circunscrito a una circunferencia.

O ®
Figura 10.8

Nota: los subconjuntos del espacio se llaman figuras y éstas pueden ser:

a. Unidimensional olineal: como lalinearecta, lalineaquebrada, lalineapoligonal,
lalineacurva.
b. Bidimensional plana: si y sélo si no esta situada en una linea pero si en un
mismo plano; como unaregion poligonal, un circulo o unaregion circular.
c. Tridimensional o espacial: si y solo si no esta situada en un mismo plano;
€omo un cono, un cilindro, unaesfera, una piramide.

Modulo 10: Poligonos

Geometria Euclidiana 95



Ejércicios

Modulo 10

Determine si cada una de las siguientes proposiciones es verdadera o falsa.

= Lacircunferenciaes convexa.

= El circulo esconvexo.

= El radio pertenece alacircunferencia

= El segmento radial perteneceal circulo.

= Todarecta secante determina una cuerda.

= Todacuerda pertenece alacircunferencia.

= Unacuerdaeslaunion de dos segmentos radiales.

= Todacircunferencia contiene al menos dos arcos diferentes.

= El radio pertenecel circulo.

= Todo segmento diametral es una cuerda.

= Algunos segmentos radiales son cuerdas.

= Unarecta puede intersecar a un circulo en mas de dos puntos.

= Lainterseccion de unacircunferenciay cualquier cuerdaes el conjunto vacio.
= Lainterseccion de unarectay una circunferencia puede ser un conjunto de tres puntos.

= La interseccion de dos cuerdas diametrales y unacircunferencia de un mismo circulo es un conjunto de
cuatro puntos.

Sean una circunferencia C(O,r), unarecta ¢ en el mismo plano y d la distancia del centro alarectas. Complete las
siguientes proposiciones (2 a5) de acuerdo con el enunciado anterior.

2

3

S d >r,entonceslarectaes alacircunferencia.

S d <r,entonceslarectaes alacircunferencia.

Si d =0, entonces la recta contiene una de la circunferencia.
Demuestreel teorema10.1.1
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Capitulo 2

Elementos
hasicos de Ia
geometria

Maddulos 7 al 10

1 Determine si cada enunciado es verdadero o falso.
= Un punto puede ser lainterseccién de varios planos.
= Dados dos puntos diferentes, hay més de una recta que los contiene.
=  Dosrectas diferentes son coplanares.
»  Todarectatiene un Unico punto medio.
= Cuatro puntos son coplanares.

= El plano contiene al menos dos puntos.

» S pe semiplano @,y Q € semiplano «, entonces PQ c « .

» S ABN/=4¢,entoncesAy B seencuentran en regiones opuestas de .

= Loséangulos opuestos por el vértice son suplementarios.

= Unpar lineal estdformado por angulos adyacentes.

= Dos angulos adyacentes forman un par lineal.

= Dos angulos suplementarios forman unapar lineal.

= Losangulosde un par lineal son suplementarios.

= El &hgulo es un conjunto convexo.

= Laregidn angular es un conjunto convexo.

= Los angulos de un poligono son subconjuntos del poligono.

= El interior de un poligono pertenece a poligono.
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= Los angulos complementarios son agudos.
= S dos rectas son perpendiculares, se forman cuatro angul os rectos.

= Dosrectas perpendiculares son incidentes.

Completelas preguntas2 a9:

2

3

Un éngulo €S mayor que su suplemento.

Si lasumade las medidas de dos &nguloses |, los éngulos son
La de un angulo lo divide en dos angul os.

La de un angulo lo divide en dos segmentos.

Ladiferenciaentrelas medidasdel suplementoy el complemento de un angulo siemprees

Lasumade las medidas de | os &ngul os adyacentes consecutivos con el mismo vérticees

El angulo cuya medida siempre esigual aladel suplemento esun angulo

El anico punto de larecta que equidista de dos de sus puntos es el punto del segmento con estos
puntos como sus extremos.

Enlosgercicios 10 al 15 halle lamedida de cada uno de los angul os que cumplen las condiciones dadas.

10.

11

12

14.

Los angulos son suplementarios y uno de ellos es tres veces el otro.

L os angulos son suplementarios y uno de ellos excede en 20° a cuadruplo del otro.

L os angul os son complementariosy lamedidadel menor es40° menor que lamedidadel mayor.
L os angul os son complementariosy lamedidadel mayor es 28° mayor que lamedidadel menor.
Déun éangulo si cuatro veces su medida esigual a cinco veces su suplemento.

Enlafigural OB eshisectrizde AOC y OD eshisectrizde EOC. m(AOC) =50°, m(COE) =80°. Halle:

a m(AOB) b. m(BOD)
c. m(COD) d. m(AOE)
e m(B(SE) f.m(DéA)
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Figura 1

16. Enlafigura?2lasrectas ﬁ, ﬁ, EF secortanend punto Oy AOE = DOF.

D A

Figura 2
Demuestre que OE esbisectriz de AOC .
17.  Enlafigura3:
Hipotesis MN L QS , OP L OR.
Tess  NOP=QOR, NOR = MOP.

R ¢ P
‘M N-.
; - ,
5

Figura 3




18.

Enlafigura4:

D C
Hipétesis: AD | AB, BC L AB, A—O-C,
0 B-0-D, D=C.
Tesis: DAO = CBO.
A B
Figura 4

Demuestre cada una de las siguientes proposiciones (19 a 22):

19.

2.
21
2.
PAS

4.

L as bisectrices de los angulos de un par lineal son perpendiculares.
L as bisectrices de dos dngul os opuestos por el vértice estén sobre la misma recta.
El teorema9.3.5.

L as bisectrices de los angulos formados por dos rectas incidentes son perpendicul ares.

Enlafigura5:
A
\E a Hipotesis AD ~BD, AE =BC .
Tesis: DC = DE.
D -
b. Hipétesis. AE =BC , DE =CD .
Tesis: AD=BD.
/C
B c. Hipotesis ED=CD, AE = ED,BC=CD.
Figura 5 Tesis: AE =BC .

Enlafigura6:

Hiptess ~ AB LCD enO, BOE = DOF.

Tesis: OF LOE.
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L J

A 0 B

L3

Figura 6

2. Enlafigura?:

AN

I
=

Hipétess. AD L AB,CD LCB, &
Tesis: é;i

i

7

Figura 7

26.  LospuntosA, B, C, D soncolinedeseneseorden. E esexterior alarectaAD detad manerague m (EI§A) +m (EéB) =180°.
Demuestre que E BC = ECB.

27.  Lospuntos A, B, C, D son colineales en ese orden. O es el punto medio de AD y de BC . Demuestre que
AB=CDy AC=BD.

28.  LospuntosO, A, B son colineales. X espunto medio de AB . Demuestre que:
a OX =(OA+0B)/2 s O-A-B.
b. OX =(OB-0A)/2s A—O-B.

2. A, B, C, D soncolinealeseneseorden. Si 2BC =CD, demuestreque AC =(2AB+ AD)/3.

Autoevaluacion
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A, B, C, D son colinealesen eseorden. Si E:Q’ demuestre que M:

m n n-m

AD.

AOB y BOC son dos angulos adyacentes tales que m(AéC)—m(AéB) =90°, OX eslabisectriz de AOB
y OY eslabisectrizde AOC. Halle m(XOY).

Cuatro semirrectas coplanares consecutivas OA, OB, OC y OD forman angulos tales que DOA = COB,

m(COB) = 2m(AOB), m(COD) =3m(AOB).

a Halle m(AOB), m(DOA), m(COD).

b. Demuestre que las bisectrices de AOB y COD estén sobre lamismarecta.

Desde un punto O sobrelarectaX’ X setrazan las semirrectas OA y OB en un mismo semiplanoy |as bisectrices de

los &ngulos XOA, AOB, BOX’. Hallelas medidas de los angulos, sabiendo que m (X ‘éB) =m (XéA) y que las
bi sectrices de | os angul os extremos forman un angul o de medida 100°.

—>

E y AC son semirrectas opuestas. LospuntosE, F, H estan en el mismo semiplano de borde <A—B> . LospuntosE

—>

y H estan en semiplanos opuestos respecto a BF . Los puntos A 'y H estén en igual semiplano respecto a EE;

BF L AC: BE L BH; m(FBE) = 20°. Dibujelafiguray halle m(EBA), m(FBH), m(FBC).

& y OY son labisectrices de dos angul os agudos adyacentes AOB y BOC, respectivamente, y cuyadiferencia
de medidas es 40°. O‘i eslabisectrizde XOY. Calculed angulo que hace C)‘i con:

a. El lado (ﬁ comun alosangulos.
b. Labisectrizdel angulo AOC.

En un mismo semiplano se dan las semirrectas OA, OB, OC, OD y OE, talesque EOD = DOA; COB = BOA:

m (A(5E) -m (AéC) =90°. Determine de qué &nguloses OC bisectriz.
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